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A estrutura óssea do fémur 

1. RESUMO 

o esqueleto dos vertebrados é essencialmente constituído por dois 
tipos de estrutura óssea: osso cortical - denso e compacto; osso trabe­
cular - poroso e esponjoso. 

Em 1892, o fisiologista alemão Julius Wolff propôs uma explicação 
para a distribuição destes dois tipos de estrutura designada, actualmente, 
por lei de WoljJ. 

A ideia subjacente consiste numa visão dinâmica da estrutura óssea 
como consequência da sua adaptabilidade às diversas solicitações 
externas. Num local onde as tensões mecânicas passem a ser mais elevadas 
existirá deposição de matéria óssea, enquanto num outro, onde a partir 
de determinado momento as tensões diminuam substancialmente passará 
a existir absorção de matéria óssea. A este processo de absorção/deposição 
de matéria óssea dá-se o nome de remodelação óssea. 

Possuir um modelo fiável de remodelação óssea é da maior 
importância no caso dos implantes ortopédicos, do tratamento de fracturas, 
da biomecânica desportiva e da prevenção da osteoporose, do tratamento 
de assimetrias ósseas durante o crescimento, etc. 

A lei de Wolff afirma ainda que, perante uma mudança de estímulos 
exteriores, a remodelação se dá segundo direcções privilegiadas 
associadas às direcções de maior tensão mecânica. Esta afirmação tem 
conduzido à elaboração dos mais variados modelos analíticos e empíricos 
nos últimos cem anos. 
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Com o advento dos grandes meios de computação e o desenvolvimento 
de conceitos matemáticos associados à optimização de estruturas foi 
possível começar a ter uma maior compreensão do processo mecânico de 
remodelação óssea e, simultaneamente, generalizar a maioria dos modelos 
propostos neste último século. Nestes novos modelos, a lei de Wolff surge, 
naturalmente, associada a condições necessárias de estacionaridade de 
determinados funcionais de energia. 

A discretização destes modelos matemáticos tem conduzido a 
simulações numéricas que, além de permitirem uma melhor compreensão 
do fenómeno da remodelação óssea, começam a desempenhar uma enorme 
ajuda na prática clínica. 

Neste artigo ilustrar-se-ão estes conceitos aplicando-os ao estudo da 
estrutura óssea do fémur. 

2. OPTIMIZAÇÃO DE ESTRUTURAS. CASO UNIDIMENSIONAL 

Considere-se uma barra ocupando o intervalo ]O,L[ c R de secção de 
área A fixa num dos extremos, por exemplo em x = O, e solicitada por 
uma força aplicada F, no outro extremo, localizado em x = L. 

Considere-se que o material de que a barra é feita possa possuir uma 
micro estrutura formada pela combinação de dois materiais-base, 
homógeneos e isótropos , de módulo de elasticidade E+ e E- , nas 
proporções r e (1 - '0, respectivamente, com 

(1) 

F 

~==L _~-== ( o m , \ 
-

E 

r 1 - r _ ... -......:.. .. 
Fig. 1 - Exemplificação do tipo de microestrutura da barra 
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A massa específica de cada um destes materiais será designada por 
p+ e p- , respectivamente. Por simplicidade consideram-se estes dois 
materiais bem ordenados, isto é: 

(2) 

Nos problemas de optimização de topologia é usual considerar a 
minimização do trabalho das forças aplicadas, isto é, calcular a 
distribuição da fracção volúmica y, de modo a que a grandeza Fu(L) seja 
o menor possível , onde u designa deslocamento axial da barra (c! 
Bends0e, M. P. e Kikuchi, N., 1988 e Bends0e, M. P., 1995). Sem mais 
restrições, a solução para este problema é dada por r = 1. Consequente­
mente, toda a barra seria constituída pelo material mais forte , E+. Porém, 
se houver um custo em adicionar material E+, poderá acontecer que este 
seja proibitivo e que, em algumas partes, ou no seu todo, a barra tenha 
de ser constituída também por material E-, numa proporção a determinar. 
Além disso, não há razão para esperar que o valor de rnuma determinada 
secção seja o mesmo que noutra secção, isto é, poderá ter-se r= r (x) . 

Considere-se então o problema de minimizar o funcional 

ler) = Fu(L)+kJt pH A, (3) 

onde as unidades da constante k são trabalho/massa representando, 
fisicamente, o trabalho necessário realizar para adicionar ao sistema uma 
unidade de massa. A grandeza pH representa a densidade macroscópica 
(homogeneizada) da barra formada pelos dois materiais em questão e será 
uma função de y. 

Para que a estrutura esteja em equilíbrio, o campo de deslocamentos 
u tem de verificar as equações de equilíbrio, qu~ escreveremos na forma 
variacional, isto é, U E V = {v E H'(O,L):v(O) = 0r 

JtEHAulv'dx-Fv(L) =0, 'v'VEV, (4) 

onde EH representa o módulo de elasticidade macroscópico (homogenei­
zado) do material de que é feita a barra e o símbolo « '» designam a 
derivada em ordem à variável x. 

A utilização da teoria da homogeneização é uma das várias possibili­
dades para representar a influência da microestrutura nas equações de 
equilíbrio, obtidas a partir da mecânica dos meios contínuos. Trata-se de 
uma das teorias mais apropriadas a uma análise matemática do problema 
(c! Bends0e, M. P., e Kikuchi, N., 1988; Bends0e, M. P., 1995 ; Guedes, 
J. M., e Kikuchi, N., 1990; e Murat, F., e Tartar, L., 1997). 
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Resumindo, o problema de optimização de topologia é constituído pela 
minimização do funcional (3), sujeito às equações (1) e (4) e, no caso 
presente, para materiais verificando (2) . Para resolver este problema pode 
considerar-se o lagrangiano: 

L = Fu(L)+kg pH Adx + .:t[J; EH Auvdx- Fv(L)]dx + 

+J;-r+(y-1)dx+ J;-r-ydx (5) 

onde .:t, -r+ e r são multiplicadores de Lagrange associados aos constran­
gimentos (4), y:S: 1 e y~ O, respectivamente. 

Das condições necessárias de estacionaridade do lagrangiano L obtém­
-se, para além de (4) e para x E ]0, L[ : 

1 
v=--u 

A ' 

k
dpH 

A_
dEH 

Aluf+-r+-r-=O 
dy dy 

-r+ ~ O, 

r- ~ O, 

-r+(y -1) = O 

-r-r =0 

(6) 

(7) 

(8) 

(9) 

(10) 

(11) 

Até este momento não se especificou o tipo de microestrutura da barra. 
Considere-se, sem perda de generalidade, o caso mais simples de uma 
microestrutura laminada, formada pelos materiais E+ e E- orientados 
segundo um sistema de eixos paralelo a O X I e a OX2, nas proporções ye 
(l-i) , respectivamente (cf figura 1). 

Da teoria da homogeneização tem-se (cf Bends0e, M. P., 1995; 
Guedes, J. M., e Kikuchi, N., 1990; e Murat, F, e Tartar, L., 1997): 

H + - I Y l-y 
p =yp +(l-y)p , -=-+-

EH E+ E-, (12) 

Assim, a equação (7) toma a forma: 
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Da equação de equilíbrio obtém-se (E H A u' t = F2
, o que, substituindo 

na equação anterior, conduz a 

(E+ -E- ) 
k(p+-p-)A-F2 =-'l"++'l"- (13) 

AE+E-
x 

Juntamente com (8)-(11), esta é a equação que conduz à solução do 
problema. De facto , se o custo (k) for muito baixo, tem-se X < ° e, 
consequentemente, r = 0, 'l"+ > 0, o que implica, de (10), que r= l. Por 
outras palavras, se o custo de adicionar material for muito baixo, a barra 
será formada pelo material mais rígido (geralmente mais oneroso), de 
módulo de elasticidade e+. Se o custo de adicionar material for elevado, 
tem-se X> ° e, consequentemente, r > 0, 'l"+ = 0, o que implica, de (11), 
que r= O. Isto é, a barra será formada pelo material mais fraco, de módulo 
de elasticidade n. 

Resumindo, tem-se: 

X>O=H+ =O,'l" - >O~r=O~EH =E- , (14) 

X<O~'l"+ >O,'l"- =O~r=I~EH =E+ (15) 

I 
X=O~'l"+ =O,'l"- =O~OS;r S;I~EH = I (16) r -r - +--

E+ E-

ou, de forma equivalente: 

E+E-
F 2 < k(p+_p-)A2 E+-E- ~r=O~EH =E-, (17) 

E+E-
F 2 >k(p+ _p-)A2 E+ -E- ~r=l~EH =E+, (18) 

E+E- 1 
F 2 =k(p+ _p-)A2 ~OS;rS;l~EH= ,(19) 

E+ -E- r l-r - +--
E+ E-

Verifica-se assim que, quando a força aplicada é tal que 

E+E-
F

2 
= k(p+ - p- ) A

2 
E+ -E-' (20) 

a solução não é única, podendo a barra ser formada por qualquer combi­
nação dos dois materiais. 
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Em conclusão, à medida que se aumenta a força, mantendo o custo 
(k) fixo , (ou à medida que se diminui o custo mantendo a força F fixa), 
a solução do problema é dada por uma barra constituída pelo material 
mais fraco de propriedades (E- , p-) até que se atinja a relação (19), onde 
existirá uma multiplicidade de soluções caracterizada por O ~ r~ 1, para 
se passar a ter uma barra constituída apenas pelo material de propriedades 
(E+, p+) quando a força aumentar ainda mais. 

De um modo empírico, pode dizer-se que à medida que as solicitações 
exteriores variam, o material de que a barra é feita se adapta para suportar 
as novas solicitações . É este mesmo tipo de análise, envolvendo a 
minimização do trabalho das forças aplicadas juntamente com o custo de 
adicionar material e utilizando a teoria da homogeneização para 
representar a influência da microestrutura nas equações de equilíbrio, 
obtidas através da mecânica dos meios contínuos, que nos dará uma 
compreensão da estrutura óssea do fémur. 

2. A ESTRUTURA ÓSSEA DO FÉMUR 

A procura de modelos capazes de reproduzir e explicar, de um ponto 
de vista mecânico, o processo de remodelação óssea começou com o 
trabalho pioneiro do fisiologista alemão Julius Wolff. De um ponto de 
vista estrutural, o osso é extremamente complexo. No fémur podem 
distinguir-se essencialmente três zonas: uma formada por osso cortical, 
denso e compacto (cerca de 85% da matéria óssea); outra caracterizada 
pela ausência de material ósseo e onde se inserem vários sistemas e tecidos 
biológicos que não contribuem, de forma substancial, para a resistência 
mecânica do fémur e uma terceira zona formada por material esponjoso 
e poroso designada por zona trabecular (c! figura 2). 

Em alguns pontos desta região trabecular poderá o leitor observar que 
a orientação das trabéculas parece ser bem determinada. Foi esta 
observação que permitiu a Julius Wolff elaborar o que ficou conhecido 
como lei de Wolff e que afirma que, perante uma mudança de estímulos 
exteriores, a remodelação se dá segundo direcções privilegiadas 
associadas às direcções de maior tensão mecânica (c! figuras 2 e 3). 

Durante o século xx vários foram os modelos que surgiram para 
explicar os fenómenos de remodelação óssea. Alguns baseiam-se em 
factos experimentais, outros em considerações empíricas, mas quase todos 
consistem numa equação diferencial ordinária cuja variável independente 
é a fracção volúmica (ou a massa específica) e a variável dependente o 
tempo . Porém, a completa compreensão e descrição do fenómeno da 
remodelação óssea é ainda um problema em aberto. 
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Fig. 2 - Fotografia da estrutura do fémur apresentada no artigo de J. WoljJ de J 870 

Fig. 3 - Radiografia da cabeça do fémur 

Nos últimos anos pensou-se que, do ponto de vista macroscópico, o 
fenómeno de remodelação óssea poderia ser visto como um processo de 
optimização de uma estrutura. O funcional a minimizar seria o trabalho 
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das forças aplicadas, com um termo de penalização para a adição de 
massa, e as equações de estado seriam as equações de equilíbrio fornecidas 
pela teoria da elasticidade linearizada. A influência da microestrutura seria 
modelada utilizando a teoria da homogeneização. Isto é, trata-se de uma 
generalização directa, ao caso tridimensional, do anteriormente exposto. 

Mais especificamente, seja n um subconjunto de R3, aberto, limitad..Q, 
conex~ Seja x=(xD, 1 ::; i::; 3, um ponto genérico de n. Seja àn = ro u rI 
com ro n rI = l/> sua fronteira . Considere-se um corpo que ocupa o 
volume n e está submetido a um sistema de forças interiores, por unidade 
de volume, dadas por f = (fJx» , 1 ::; i ::; 3; e a um sistema de forças de 
superficie, F = (Fj(x», 1 ::; i ::; 3, por unidade de área, em rI. Designe 
n = (n), 1 ::; i ::; 3, a normal unitária exterior a àn e U = (Ui), 1 ::; i ::; 3, 
o campo de deslocamento~É possível demonstrar que, neste caso, o estado 
de tensão num ponto x E n fica completamente caracterizado pelo tensor 
das tensões de C-ª.uchy, a(u) = (aij(u», 1 ::; i, j ::; 3; o estado de extensão 
num ponto x E n fica completamente caracterizado pelo tensor das 
extensões linearizado, e(u) = (ei/u» , 1 ::; i, j ::; 3, onde: 

(21) 

Neste caso a lei de Hooke (lei constitutiva) toma a forma geral: 

(22) 

onde aijkm = (aijkm(X» designam as componentes de um tensor de quarta 
ordem e onde se utilizou a convenção de soma no índice repetido. 

Considerando que na parte da fronteira ro o corpo está fixo , a teoria 
da elasticidade linearizada diz-nos que o equilíbrio do corpo é regido pelo 
sistema seguinte: 

(23) 

Ui = 0, sobre rI' (24) 

(25) 

onde a j designa a derivada parcial em relação à variável x j e onde, 
novamente, se utilizou a convenção de soma no índice repetido. Trata-se 
de um sistema de três equações diferenciais com derivadas parciais, do 
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tipo elíptico, para as três componentes do campo de deslocamentos Ui (x), 
1 :s; i :s; 3. Para o leitor ter uma ideia da sua complexidade escrevem-se as 
equações por extenso. As equações correspondentes a (23) têm a forma: 

dali dal2 dal3 f 
------= j (26) 

dX j dX2 dX3 

da21 da22 da23 - f 
---------- 2 

dX j dX2 dX3 
(27) 

(28) 

e as correspondentes a (25) : 

(29) 

(30) 

(31 ) 

onde se deve substituir a lei de Hooke generalizada (22) . No caso 
unidimensional estas equações reduzem-se a 

_(EH Au')'= f = O, em ]O,L[, (32) 

ueO) = 0 , (33) 

(EH Au') = F , no extremo x = L, (34) 

respectivamente, cuja formulação variacional é dada por (4). Neste mesmo 
caso, a lei de Hooke tomou a forma particular seguinte: 

(35) 

onde se considerou que a direcção axial da barra coincidia com a do eixo 
das abcissas OXI' 

Assim, no caso tridimensional, o funcional a minimizar toma a forma: 

(36) 
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sujeito à equação de estado seguinte: 

JQ.Ei~mekm(u)eij(v)dx = JQ.f>idx + Jr/iVids, \Iv E V , (37) 

onde agora V = {v E [H I (0)]3: V = ° sobre ro}, e que não é mais do que 

a versão variacional das equações de equilíbrio (23)-(25). 
O lagrangiano toma agora a forma: 

(38) 

Das condições necessárias de estacionaridade obtêm-se as equações 
(6), (8)-(11), (37), sendo a equação (7) substituída por: 

dpH dEi~m + _ 
k-----ekm(u)eij(u)+'r -'r = 0, 

dy dy 
(39) 

Torna-se agora necessário calcular as derivadas em ordem à fracção 
volúmica yda densidade e coeficientes de elasticidade homogeneizados, 
pH e Ei~m' respectivamente. Para laminados simples, formados por 
materiais com propriedades elásticas Etkm e Eijkm' nas proporções y e 
1 - Y, respectivamente, tem-se, para o caso bidimensional: 

EH =[yE:122 +(l-y) EI122] E:IIIE~II 
1122 E+ E- ,n:;- (1 )E+ ' 

IIII IIII ' ..... 1111 + -y IIII 

EH =,n:;+ +(l-y)E- _[y(E:122 )2 +(1_y)(EI122 )2]+ 
2222 ''-'2222 2222 E+ E-

IIII 1111 
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No caso de tensão plana, estas expressões simplificam-se e tem-se: 

onde 

H 1 
EIIII =--2 II ' 

l-v 

EH __ 1_1 
1212 - 2(1 + v) I' 

H V 
E I122 =--2 II' 

l-v 

E+E-
I - 12 = ,,,,,+ + (1- y)E-, 
1- yE- +(I-y)E+ ' ,~ 

e onde v designa o coeficiente de Poisson, que se supõe o mesmo para 
ambos os materiais. Trata-se da generalização das equações (12), onde 
pH mantém a mesma forma. 

A dependência destas expressões em yé simples, pelo que as derivadas 
em (39) são de cálculo imediato. No caso de se optar por uma represen­
tação da microestrutura mais complexa, permitindo, por exemplo, a 
rotação da microestrutura, o que se toma necessário para análise do fémur, 
há que recorrer às técnicas de derivação numérica, mas as ideias 
fundamentais são as expostas (c! Bends0e, M. P. , e Kikuchi, N., 1988; 
Bends0e, M. P., 1995; Murat, F, e Tartar, L. , 1997; e Fernandes, P. R. , 
Folgado, J., e Miranda, P. S., 2000). 

3. EXEMPLOS NUMÉRICOS APLICADOS À ANÁLISE DA ESTRUTURA 

ÓSSEA DO FÉMUR 

Utilizando o método dos elementos finitos para a resolução numérica 
do problema da elasticidade e um algoritmo de optimização para resolver 
a condição necessária de estacionaridade (39), Fernandes, P., Rodrigues, 
H., e Jacobs, c., (1999) obtiveram o resultado ilustrado na figura seguinte: 
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• 
Fig. 4 - Distribuição de densidade no fémur 

A comparação da distribuição, macroscópica, da densidade com uma 
radiografia está feita na figura seguinte: 

Fig. 5 - Comparação entre o resultado numérico e uma radiografia 

Calculando em cada ponto os valores e vectores próprios do tensor 
das tensões de Cauchy, aij' obtêm-se os valores e as direcções de maior 
tensão mecânica. Representando estas grandezas graficamente, observa­
-se uma boa correlação com a lei de Wolff, notando-se nitidamente, o 
desenvolvimento do osso trabecular ao longo das direcções (vectores 
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próprios) de tensões mais elevadas (valores próprios) do tensor das tensões 
de Cauchy. Este aspecto teórico e numérico da lei de Wolff encontra-se 
representado na figura seguinte: 

Fig. 6 - Verificação numérica da lei de Wolf! 

Possuindo um algoritmo com estas características, nada impede que 
se faça o estudo simultâneo do conjunto osso-prótese. O resultado 
numérico obtido por Fernandes, Folgado e Miranda, 2000, encontra-se 
representado na figura seguinte: 

Fig. 7 - Distribuição numérica da densidade com e sem prótese 

245 



Resultado este de grande utilidade no projecto e desenvolvimento de 
próteses, bem como no eventual acompanhamento, no futuro, da prática 
clínica. 
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C I Ê N C I P <\ B E R T 

Instrumentos matemáticos complexos per­
mitiram realizar com sucesso tarefas tão dis­
tintas como a programação de um voo a 
Marte, a previsão de resultados eleitorais, a 
explicação do funcionamento de alguns 
mecanismos do sistema nervoso, ou a abor­
dagem crítica de obras de arte e de textos 
literários. Da ciência à sociedade, dos 
grandes avanços técnicos à solidez de uma 
argumentação lógica, a Matemática constrói 
teias de uma imensa flexibilidade resultante 
do carácter universal da sua linguagem. 
Neste livro, personalidades de difere~tes 

universos dão o seu testemunho sobre a 
forma como usam as teias matemáticas 
para tecer a sua própria visão do mundoi 
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